Equivalence classes of small tilings of the Hamming cube by Miyamoto, Gabriella Akemi
ar
X
iv
:1
90
4.
11
03
4v
1 
 [c
s.I
T]
  1
6 A
pr
 20
19
Equivalence classes of small tilings of the
Hamming cube
Gabriella Akemi Miyamoto
Imecc - University of Campinas
gabriellaakemimiyamoto@gmail.com
I. INTRODUCTION
The study of tilings is a major problem in many math-
ematical instances, which is studied in two main different
approaches: when considering the existence (or obstructions
to the existence) of a tiling with a given tile and the other
considering classification of tilings. Considering the Hamming
cube Fn2 , the small tilings, that is, tilings considering tiles with
8 = 23 elements, were classified in [1]. The authors list a total
of 193 different tiles. As the authors noted, many of those tiles
can be obtained one from the other by a linear map. In this
work, we are concerned with a particular class of linear maps,
the class of permutations of coordinates. This is of interest
since a permutation is an isometry of the Hamming cube,
considering the Hamming metric. We show here that, up to
an isometry, all those 193 tiles can be reduced to 15 classes.
The proof is done by explicitly showing the permutation
(represented in cycles) that identify each tile with a given
representative.
As in [1], we separate the tiles by their rank, where the
rank of a set A ⊂ Fn2 is the dimension of the vector subspace
spanned by the vectors of A, ie, rank(A) = dim〈A〉; The
rank of a tiling (D,C) is rank(D,C) = rank(D).
For each rank, D is identified as D = BH(0, 1)∪S, where
BH(0, 1) ⊂ F
rank(D)
2 is the Hamming ball of center 0 and
radius 1 and S ⊂ F
rank(D)
2 is a set such that |S| = 0, 1, 2
or 3. They stated some conditions over the weight of the
vectors in S in such way that D is a tile. As an example, let
D = B4(0, 1)∪{x,y, z} = {0, e1, e2, e3, e4,x,y, z}, then if
ω(x) = ω(y) = ω(z) = 3, we have D is a tile. Respecting
the conditions over x,y and z, we have that
x,y, z ∈


e1 + e2 + e3
e1 + e2 + e4
e1 + e3 + e4
e2 + e3 + e4


.
Then, all the possibilities for D is
D1 =


0 e4
e1 e1 + e2 + e3
e2 e1 + e2 + e4
e3 e1 + e3 + e4


D2 =


0 e4
e1 e2 + e1 + e3
e2 e2 + e1 + e4
e3 e2 + e3 + e4


↔ D1, P = (12)
D3 =


0 e4
e1 e4 + e2 + e1
e2 e4 + e3 + e1
e3 e4 + e3 + e2


↔ D1, P = (14)
D4 =


0 e4
e1 e3 + e2 + e1
e2 e3 + e1 + e4
e3 e3 + e2 + e4


↔ D1, P = (13)
Notice that D2, D3 and D4 are all equivalent to D1. To
verify this fact, consider the permutations (12), (14) and (13),
respectively. Therefore, the four cases can be reduced to one.
Throughout this paper, the representatives will be in colorful
characters. If B is equivalent to A, we put the symbol B ↔
A,P = (ij) to indicate which tile B is equivalent to and
which is the permutation that leads B to A.
We denote Dr
i
the tiling with rank r and counting index i.
Consider the tile D with rank(D) = 3. For this case, we
have just one possible tile.
Rank(D) = 3.
We have D = {0, e1, e2, e3, e1 + e2, e1 + e3, e2+ e3, e1+
e2 + e3}.
The next case is when D has rank equal to 4.
Rank(D) = 4.
Let D = {0, e1, e2, e3, e4,x,y, z}, where
ωH(x) = ωH(y) = ωH(z) = 2 and ωH(x + y) =
ωH(x+ z) = ωH(y + z) = 2, then all the possibilities for D
are
D41 =


0 e4
e1 e1 + e2
e2 e1 + e3
e3 e1 + e4


D42 =


0 e4
e1 e1 + e2
e2 e1 + e3
e3 e2 + e3


D43 =


0 e4
e1 e1 + e2
e2 e1 + e4
e3 e2 + e4


↔ D42, P = (34)
D44 =


0 e4
e1 e2 + e1
e2 e2 + e3
e3 e2 + e4


↔ D41 , P = (12)
D45 =


0 e4
e1 e1 + e3
e2 e1 + e4
e3 e3 + e4


↔ D42 , P = (24)
D46 =


0 e4
e1 e3 + e1
e2 e3 + e4
e3 e3 + e2


↔ D41 , P = (13)
D47 =


0 e4
e1 e4 + e1
e2 e4 + e3
e3 e4 + e2


↔ D41 , P = (14)
D48 =


0 e4
e1 e3 + e4
e2 e3 + e2
e3 e2 + e4


↔ D42 , P = (143)
Let D = {0, e1, e2, e3, e4,x,y, z}, where
ωH(x) = ωH(y) = 2 and ωH(z) = 3 and ωH(x + y) = 2
and ωH(x + z) = ωH(y + z) = 1. Then, all the possibilities
for D are
D49 =


0 e4
e1 e1 + e2
e2 e1 + e3
e3 e1 + e2 + e3


D410 =


0 e4
e1 e1 + e2
e2 e1 + e4
e3 e1 + e2 + e4


↔ D49, P = (34)
D411 =


0 e4
e1 e2 + e1
e2 e2 + e3
e3 e2 + e1 + e3


↔ D49, P = (12)
D412 =


0 e4
e1 e2 + e1
e2 e2 + e4
e3 e2 + e1 + e4


↔ D49, P = (12)(34)
D413 =


0 e4
e1 e1 + e3
e2 e1 + e4
e3 e1 + e3 + e4


↔ D49, P = (24)
D414 =


0 e4
e1 e3 + e1
e2 e3 + e4
e3 e3 + e1 + e4


↔ D49, P = (13)(24)
D415 =


0 e4
e1 e3 + e1
e2 e3 + e2
e3 e3 + e2 + e1


↔ D49 , P = (13)
D416 =


0 e4
e1 e4 + e1
e2 e4 + e3
e3 e4 + e3 + e1


↔ D49 , P = (124)
D417 =


0 e4
e1 e4 + e1
e2 e4 + e2
e3 e4 + e2 + e1


↔ D49 , P = (134)
D418 =


0 e4
e1 e3 + e4
e2 e3 + e2
e3 e3 + e2 + e4


↔ D49 , P = (143)
D419 =


0 e4
e1 e4 + e3
e2 e4 + e2
e3 e4 + e3 + e2


↔ D49 , P = (14)
D420 =


0 e4
e1 e2 + e3
e2 e2 + e4
e3 e2 + e3 + e4


↔ D49 , P = (142)
Let D = {0, e1, e2, e3, e4,x,y, z}, where ωH(x) = 2 and
ωH(y) = ωH(z) = 3 and ωH(x+ y) = 1 or ωH(x+ z) = 1.
Then, all the possibilities for D are
D421 =


0 e4
e1 e1 + e2
e2 e1 + e2 + e3
e3 e1 + e2 + e4


D422 =


0 e4
e1 e1 + e3
e2 e1 + e2 + e3
e3 e1 + e2 + e4


D423 =


0 e4
e1 e2 + e3
e2 e2 + e1 + e3
e3 e2 + e1 + e4


↔ D422, P = (12)
D424 =


0 e4
e1 e2 + e4
e2 e2 + e1 + e3
e3 e2 + e1 + e4


↔ D422, P = (12)(34)
D425 =


0 e4
e1 e1 + e2
e2 e1 + e2 + e3
e3 e1 + e3 + e4


↔ D422, P = (23)
D426 =


0 e4
e1 e1 + e3
e2 e1 + e3 + e2
e3 e1 + e3 + e4


↔ D421, P = (23)
D427 =


0 e4
e1 e1 + e4
e2 e1 + e3 + e2
e3 e1 + e3 + e4


↔ D422, P = (243)
D428 =


0 e4
e1 e3 + e4
e2 e3 + e2 + e1
e3 e3 + e4 + e1


↔ D422, P = (1243)
D429 =


0 e4
e1 e3 + e2
e2 e3 + e1 + e2
e3 e3 + e1 + e4


↔ D422, P = (123)
D430 =


0 e4
e1 e2 + e1
e2 e2 + e3 + e1
e3 e2 + e3 + e4


↔ D422, P = (132)
D431 =


0 e4
e1 e3 + e1
e2 e3 + e2 + e1
e3 e3 + e2 + e4


↔ D422, P = (13)
D432 =


0 e4
e1 e3 + e4
e2 e3 + e2 + e1
e3 e3 + e2 + e4


↔ D422, P = (143)
D433 =


0 e4
e1 e2 + e3
e2 e2 + e3 + e1
e3 e2 + e3 + e4


↔ D421, P = (13)
D434 =


0 e4
e1 e2 + e4
e2 e2 + e3 + e1
e3 e2 + e3 + e4


↔ D422, P = (1432)
D435 =


0 e4
e1 e1 + e2
e2 e1 + e4 + e2
e3 e1 + e4 + e3


↔ D422, P = (234)
D436 =


0 e4
e1 e1 + e3
e2 e1 + e4 + e2
e3 e1 + e4 + e3


↔ D422, P = (24)
D437 =


0 e4
e1 e1 + e4
e2 e1 + e4 + e2
e3 e1 + e4 + e3


↔ D421, P = (24)
D438 =


0 e4
e1 e4 + e3
e2 e4 + e1 + e2
e3 e4 + e1 + e3


↔ D422, P = (124)
D439 =


0 e4
e1 e4 + e2
e2 e4 + e1 + e2
e3 e4 + e1 + e3


↔ D422, P = (1234)
D440 =


0 e4
e1 e2 + e1
e2 e2 + e4 + e1
e3 e2 + e4 + e3


↔ D422, P = (1342)
D441 =


0 e4
e1 e4 + e1
e2 e4 + e2 + e1
e3 e4 + e2 + e3


↔ D422, P = (134)
D442 =


0 e4
e1 e4 + e3
e2 e4 + e2 + e1
e3 e4 + e2 + e3


↔ D422, P = (14)
D443 =


0 e4
e1 e2 + e3
e2 e2 + e4 + e1
e3 e2 + e4 + e3


↔ D422, P = (142)
D444 =


0 e4
e1 e2 + e4
e2 e2 + e4 + e1
e3 e2 + e4 + e3


↔ D421, P = (14)
D445 =


0 e4
e1 e3 + e1
e2 e3 + e4 + e1
e3 e3 + e4 + e2


↔ D422, P = (13)(24)
D446 =


0 e4
e1 e4 + e1
e2 e4 + e3 + e1
e3 e2 + e3 + e4


↔ D422, P = (1324)
D447 =


0 e4
e1 e3 + e4
e2 e3 + e4 + e1
e3 e3 + e4 + e2


↔ D421, P = (13)(24)
D448 =


0 e4
e1 e3 + e2
e2 e3 + e4 + e1
e3 e3 + e4 + e2


↔ D422, P = (1423)
D449 =


0 e4
e1 e4 + e2
e2 e4 + e3 + e1
e3 e4 + e3 + e2


↔ D422, P = (14)(23)
D450 =


0 e4
e1 e1 + e4
e2 e1 + e2 + e3
e3 e1 + e2 + e4


↔ D422, P = (34)
Let D = {0, e1, e2, e3, e4,x,y, z}, where
ωH(x) = ωH(y) = ωH(z) = 3. Then, all the possibilities for
D are
D451 =


0 e4
e1 e1 + e2 + e3
e2 e1 + e2 + e4
e3 e1 + e3 + e4


D452 =


0 e4
e1 e2 + e1 + e3
e2 e2 + e1 + e4
e3 e2 + e3 + e4


↔ D451, P = (12)
D453 =


0 e4
e1 e4 + e2 + e1
e2 e4 + e3 + e1
e3 e4 + e3 + e2


↔ D451, P = (14)
D454 =


0 e4
e1 e3 + e2 + e1
e2 e3 + e1 + e4
e3 e3 + e2 + e4


↔ D451, P = (13)
Rank(D) = 5.
Let D = {0, e1, e2, e3, e4, e5,x,y}, where
ωH(x) = ωH(y) = 2 and ωH(x + y) = 2. Then, all
the possibilities for D are
D51 =


0 e4
e1 e5
e2 e1 + e2
e3 e1 + e3


D52 =


0 e4
e1 e5
e2 e1 + e2
e3 e1 + e4


↔ D51 , P = (34)
D53 =


0 e4
e1 e5
e2 e1 + e2
e3 e1 + e5


↔ D51 , P = (35)
D54 =


0 e4
e1 e5
e2 e2 + e1
e3 e2 + e3


↔ D51 , P = (12)
D55 =


0 e4
e1 e5
e2 e2 + e1
e3 e2 + e4


↔ D51 , P = (12)(34)
D56 =


0 e4
e1 e5
e2 e2 + e1
e3 e2 + e5


↔ D51, P = (12)(35)
D57 =


0 e4
e1 e5
e2 e1 + e3
e3 e1 + e4


↔ D51, P = (24)
D58 =


0 e4
e1 e5
e2 e1 + e3
e3 e1 + e5


↔ D51, P = (25)
D59 =


0 e4
e1 e5
e2 e3 + e1
e3 e3 + e2


↔ D51, P = (13)
D510 =


0 e4
e1 e5
e2 e3 + e1
e3 e3 + e4


↔ D51, P = (13)(24)
D511 =


0 e4
e1 e5
e2 e3 + e1
e3 e3 + e5


↔ D51, P = (13)(25)
D512 =


0 e4
e1 e5
e2 e1 + e4
e3 e1 + e5


↔ D51, P = (24)(35)
D513 =


0 e4
e1 e5
e2 e4 + e1
e3 e4 + e2


↔ D51, P = (134)
D514 =


0 e4
e1 e5
e2 e4 + e1
e3 e4 + e5


↔ D51, P = (124)(35)
D515 =


0 e4
e1 e5
e2 e5 + e1
e3 e5 + e2


↔ D51, P = (135)
D516 =


0 e4
e1 e5
e2 e5 + e1
e3 e5 + e3


↔ D51, P = (125)
D517 =


0 e4
e1 e5
e2 e5 + e1
e3 e5 + e4


↔ D51, P = (125)(34)
D518 =


0 e4
e1 e5
e2 e2 + e3
e3 e2 + e4


↔ D51, P = (142)
D519 =


0 e4
e1 e5
e2 e2 + e3
e3 e2 + e5


↔ D51, P = (152)
D520 =


0 e4
e1 e5
e2 e3 + e2
e3 e3 + e4


↔ D51, P = (143)
D521 =


0 e4
e1 e5
e2 e3 + e2
e3 e3 + e5


↔ D51, P = (153)
D522 =


0 e4
e1 e5
e2 e2 + e4
e3 e2 + e5


↔ D51, P = (142)(35)
D523 =


0 e4
e1 e5
e2 e4 + e2
e3 e4 + e3


↔ D51, P = (14)
D524 =


0 e4
e1 e5
e2 e4 + e2
e3 e4 + e5


↔ D51, P = (14)(35)
D525 =


0 e4
e1 e5
e2 e5 + e2
e3 e5 + e3


↔ D51, P = (15)
D526 =


0 e4
e1 e5
e2 e5 + e2
e3 e5 + e4


↔ D51, P = (15)(34)
D527 =


0 e4
e1 e5
e2 e3 + e4
e3 e3 + e5


↔ D51, P = (153)(24)
D528 =


0 e4
e1 e5
e2 e4 + e3
e3 e4 + e5


↔ D51, P = (14)(25)
D529 =


0 e4
e1 e5
e2 e5 + e3
e3 e5 + e4


↔ D51, P = (15)(24)
D530 =


0 e4
e1 e5
e2 e4 + e1
e3 e4 + e3


↔ D51, P = (124)
D531 =


0 e4
e1 e5
e2 e1 + e4
e3 e1 + e5


↔ D51, P = (24)(35)
Let D = {0, e1, e2, e3, e4, e5,x,y}, where ωH(x) = 3,
ωH(y) = 2 and ωH(x+ y) = 1 or ωH(x+ y) = 5. Then, all
the possibilities for D are
D532 =


0 e4
e1 e5
e2 e1 + e2
e3 e1 + e2 + e3


D533 =


0 e4
e1 e5
e2 e4 + e5
e3 e1 + e2 + e3


D534 =


0 e4
e1 e5
e2 e1 + e2
e3 e1 + e2 + e4


↔ D532, P = (34)
D535 =


0 e4
e1 e5
e2 e1 + e4
e3 e1 + e2 + e4


↔ D532, P = (234)
D536 =


0 e4
e1 e5
e2 e2 + e4
e3 e2 + e4 + e1


↔ D532, P = (134)
D537 =


0 e4
e1 e5
e2 e3 + e5
e3 e1 + e2 + e4


↔ D533, P = (34)
D538 =


0 e4
e1 e5
e2 e1 + e2
e3 e1 + e2 + e5


↔ D532, P = (35)
D539 =


0 e4
e1 e5
e2 e1 + e5
e3 e1 + e5 + e2


↔ D532, P = (235)
D540 =


0 e4
e1 e5
e2 e2 + e5
e3 e2 + e5 + e1


↔ D532, P = (135)
D541 =


0 e4
e1 e5
e2 e3 + e4
e3 e1 + e2 + e5


↔ D533, P = (35)
D542 =


0 e4
e1 e5
e2 e1 + e3
e3 e1 + e3 + e4


↔ D532, P = (243)
D543 =


0 e4
e1 e5
e2 e1 + e4
e3 e1 + e4 + e3


↔ D532, P = (234)
D544 =


0 e4
e1 e5
e2 e2 + e5
e3 e1 + e3 + e4


↔ D533, P = (243)
D545 =


0 e4
e1 e5
e2 e3 + e4
e3 e3 + e4 + e1


↔ D532, P = (13)(24)
D546 =


0 e4
e1 e5
e2 e1 + e4
e3 e1 + e4 + e5


↔ D532, P = (24)(35)
D547 =


0 e4
e1 e5
e2 e1 + e5
e3 e1 + e5 + e4


↔ D532, P = (25)(34)
D548 =


0 e4
e1 e5
e2 e2 + e3
e3 e1 + e4 + e5


↔ D533, P = (24)(35)
D549 =


0 e4
e1 e5
e2 e4 + e5
e3 e4 + e5 + e1


↔ D532, P = (134)(25)
D550 =


0 e4
e1 e5
e2 e1 + e3
e3 e1 + e3 + e5


↔ D532, P = (253)
D551 =


0 e4
e1 e5
e2 e1 + e5
e3 e1 + e5 + e3


↔ D532, P = (25)
D552 =


0 e4
e1 e5
e2 e2 + e4
e3 e1 + e3 + e5


↔ D533, P = (25)
D553 =


0 e4
e1 e5
e2 e3 + e5
e3 e3 + e5 + e1


↔ D532, P = (13)(25)
D554 =


0 e4
e1 e5
e2 e1 + e5
e3 e2 + e3 + e4


↔ D533, P = (14)
D555 =


0 e4
e1 e5
e2 e2 + e3
e3 e2 + e3 + e4


↔ D532, P = (143)
D556 =


0 e4
e1 e5
e2 e2 + e4
e3 e2 + e4 + e3


↔ D532, P = (14)
D557 =


0 e4
e1 e5
e2 e3 + e4
e3 e3 + e4 + e2


↔ D532, P = (1423)
D558 =


0 e4
e1 e5
e2 e1 + e2
e3 e3 + e4 + e5


↔ D533, P = (14)(25)
D559 =


0 e4
e1 e5
e2 e3 + e4
e3 e3 + e4 + e5


↔ D532, P = (143)(25)
D560 =


0 e4
e1 e5
e2 e3 + e5
e3 e3 + e5 + e4


↔ D532, P = (143)(25)
D561 =


0 e4
e1 e5
e2 e4 + e5
e3 e4 + e5 + e3


↔ D532, P = (14)(25)
D562 =


0 e4
e1 e5
e2 e1 + e3
e3 e2 + e4 + e5


↔ D533, P = (14)(35)
D563 =


0 e4
e1 e5
e2 e2 + e4
e3 e2 + e4 + e5


↔ D532, P = (14)(35)
D564 =


0 e4
e1 e5
e2 e2 + e5
e3 e2 + e5 + e4


↔ D532, P = (15)(34)
D565 =


0 e4
e1 e5
e2 e4 + e5
e3 e4 + e5 + e2


↔ D532, P = (14)(235)
D566 =


0 e4
e1 e5
e2 e1 + e4
e3 e2 + e3 + e5


↔ D533, P = (15)
D567 =


0 e4
e1 e5
e2 e2 + e3
e3 e2 + e3 + e5


↔ D532, P = (153)
D568 =


0 e4
e1 e5
e2 e2 + e5
e3 e2 + e5 + e3


↔ D532, P = (15)
D569 =


0 e4
e1 e5
e2 e3 + e5
e3 e3 + e5 + e2


↔ D532, P = (1523)
D570 =


0 e4
e1 e5
e2 e1 + e3
e3 e1 + e3 + e2


↔ D532, P = (23)
D571 =


0 e4
e1 e5
e2 e2 + e3
e3 e2 + e3 + e1


↔ D532, P = (13)
Let D = {0, e1, e2, e3, e4, e5,x,y}, where
ωH(x) = ωH(y) = 3 and ωH(x + y) = 2. Then, all
the possibilities for D are
D572 =


0 e4
e1 e5
e2 e1 + e2 + e3
e3 e1 + e2 + e4


D573 =


0 e4
e1 e5
e2 e1 + e3 + e2
e3 e1 + e3 + e5


↔ D572, P = (23)(45)
D574 =


0 e4
e1 e5
e2 e2 + e3 + e1
e3 e2 + e3 + e4


↔ D572, P = (13)
D575 =


0 e4
e1 e5
e2 e2 + e3 + e5
e3 e2 + e3 + e1


↔ D572, P = (13)(45)
D576 =


0 e4
e1 e5
e2 e1 + e2 + e4
e3 e1 + e2 + e5


↔ D572, P = (35)
D577 =


0 e4
e1 e5
e2 e1 + e4 + e2
e3 e1 + e4 + e3


↔ D572, P = (24)
D578 =


0 e4
e1 e5
e2 e1 + e4 + e2
e3 e1 + e4 + e5


↔ D572, P = (2354)
D579 =


0 e4
e1 e5
e2 e2 + e4 + e1
e3 e2 + e4 + e3


↔ D572, P = (14)
D580 =


0 e4
e1 e5
e2 e1 + e5 + e2
e3 e1 + e5 + e4


↔ D572, P = (235)
D581 =


0 e4
e1 e5
e2 e1 + e5 + e2
e3 e1 + e5 + e3


↔ D572, P = (245)
D582 =


0 e4
e1 e5
e2 e2 + e5 + e1
e3 e2 + e5 + e4


↔ D572, P = (135)
D583 =


0 e4
e1 e5
e2 e2 + e5 + e1
e3 e2 + e5 + e3


↔ D572, P = (145)
D584 =


0 e4
e1 e5
e2 e1 + e4 + e3
e3 e1 + e4 + e5


↔ D572, P = (254)
D585 =


0 e4
e1 e5
e2 e1 + e3 + e4
e3 e1 + e3 + e5


↔ D572, P = (253)
D586 =


0 e4
e1 e5
e2 e3 + e4 + e1
e3 e3 + e4 + e2


↔ D572, P = (13)(24)
D587 =


0 e4
e1 e5
e2 e3 + e4 + e1
e3 e3 + e4 + e5


↔ D572, P = (13)(254)
D588 =


0 e4
e1 e5
e2 e1 + e5 + e4
e3 e1 + e5 + e3


↔ D572, P = (25)
D589 =


0 e4
e1 e5
e2 e4 + e5 + e1
e3 e4 + e5 + e3


↔ D572, P = (14)(25)
D590 =


0 e4
e1 e5
e2 e4 + e5 + e1
e3 e4 + e5 + e2


↔ D572, P = (13524)
D591 =


0 e4
e1 e5
e2 e3 + e5 + e1
e3 e3 + e5 + e4


↔ D572, P = (13)(25)
D592 =


0 e4
e1 e5
e2 e3 + e5 + e1
e3 e3 + e5 + e2


↔ D572, P = (13)(245)
D593 =


0 e4
e1 e5
e2 e3 + e4 + e2
e3 e3 + e4 + e5


↔ D572, P = (153)(24)
D594 =


0 e4
e1 e5
e2 e2 + e4 + e3
e3 e2 + e4 + e5


↔ D572, P = (154)
D595 =


0 e4
e1 e5
e2 e2 + e3 + e4
e3 e2 + e3 + e5


↔ D572, P = (153)
D596 =


0 e4
e1 e5
e2 e4 + e5 + e3
e3 e4 + e5 + e2


↔ D572, P = (1524)
D597 =


0 e4
e1 e5
e2 e3 + e5 + e4
e3 e3 + e5 + e2


↔ D572, P = (1523)
D598 =


0 e4
e1 e5
e2 e2 + e5 + e4
e3 e2 + e5 + e3


↔ D572, P = (15)
D599 =


0 e4
e1 e5
e2 e1 + e2 + e3
e3 e1 + e2 + e5


↔ D572, P = (45)
D5100 =


0 e4
e1 e5
e2 e1 + e3 + e2
e3 e1 + e3 + e4


↔ D572, P = (23)
D5101 =


0 e4
e1 e5
e2 e2 + e4 + e1
e3 e2 + e4 + e5


↔ D572, P = (1354)
Rank(D) = 6.
Let D = {0, e1, e2, e3, e4, e5, e6,x}, where ωH(x) 6= 4, 5.
Then, all the possibilities for D are
D61 =


0 e4
e1 e5
e2 e6
e3 e1 + e2


D62 =


0 e4
e1 e5
e2 e6
e3 e1 + e3


↔ D61, P = (23)
D63 =


00 e4
e1 e5
e2 e6
e3 e1 + e4


↔ D61 , P = (24)
D64 =


0 e4
e1 e5
e2 e6
e3 e1 + e5


↔ D61, P = (25)
D65 =


0 e4
e1 e5
e2 e6
e3 e1 + e6


↔ D61, P = (26)
D66 =


0 e4
e1 e5
e2 e6
e3 e2 + e3


↔ D61, P = (13)
D67 =


0 e4
e1 e5
e2 e6
e3 e2 + e4


↔ D61, P = (14)
D68 =


0 e4
e1 e5
e2 e6
e3 e2 + e5


↔ D61, P = (15)
D69 =


0 e4
e1 e5
e2 e6
e3 e2 + e6


↔ D61, P = (16)
D610 =


0 e4
e1 e5
e2 e6
e3 e3 + e4


↔ D61, P = (13)(24)
D611 =


0 e4
e1 e5
e2 e6
e3 e3 + e5


↔ D61, P = (13)(25)
D612 =


0 e4
e1 e5
e2 e6
e3 e3 + e6


↔ D61, P = (13)(26)
D613 =


0 e4
e1 e5
e2 e6
e3 e4 + e5


↔ D61, P = (14)(25)
D614 =


0 e4
e1 e5
e2 e6
e3 e4 + e6


↔ D61, P = (14)(26)
D615 =


0 e4
e1 e5
e2 e6
e3 e5 + e6


↔ D61, P = (15)(26)
D616 =


0 e4
e1 e5
e2 e6
e3 e1 + e2 + e3


D617 =


0 e4
e1 e5
e2 e6
e3 e1 + e3 + e4


↔ D616, P = (24)
D618 =


0 e4
e1 e5
e2 e6
e3 e1 + e4 + e5


↔ D616, P = (25)(35)
D619 =


0 e4
e1 e5
e2 e6
e3 e1 + e5 + e6


↔ D616, P = (25)(36)
D620 =


0 e4
e1 e5
e2 e6
e3 e1 + e2 + e4


↔ D616, P = (34)
D621 =


0 e4
e1 e5
e2 e6
e3 e1 + e2 + e5


↔ D616, P = (35)
D622 =


0 e4
e1 e5
e2 e6
e3 e1 + e2 + e6


↔ D616, P = (36)
D623 =


0 e4
e1 e5
e2 e6
e3 e2 + e3 + e4


↔ D616, P = (14)
D624 =


0 e4
e1 e5
e2 e6
e3 e2 + e4 + e5


↔ D616, P = (14)(35)
D625 =


0 e4
e1 e5
e2 e6
e3 e2 + e5 + e6


↔ D616, P = (15)(36)
D626 =


0 e4
e1 e5
e2 e6
e3 e2 + e3 + e5


↔ D616, P = (15)
D627 =


0 e4
e1 e5
e2 e6
e3 e2 + e3 + e6


↔ D616, P = (16)
D628 =


0 e4
e1 e5
e2 e6
e3 e3 + e4 + e5


↔ D616, P = (14)(25)
D629 =


0 e4
e1 e5
e2 e6
e3 e4 + e5 + e6


↔ D616, P =
(14)(25)(36)
D630 =


0 e4
e1 e5
e2 e6
e3 e3 + e5 + e6


↔ D616, P = (15)(26)
D631 =


0 e4
e1 e5
e2 e6
e3 e3 + e4 + e6


↔ D616, P = (14)(26)
D632 =


0 e4
e1 e5
e2 e6
e3 e1 + e3 + e5


↔ D616, P = (25)
D633 =


0 e4
e1 e5
e2 e6
e3 e2 + e4 + e6


↔ D616, P = (14)(36)
D634 =


0 e4
e1 e5
e2 e6
e3 e1 + e3 + e6


↔ D616, P = (26)
D635 =


0 e4
e1 e5
e2 e6
e3 e1 + e4 + e6


↔ D616, P = (24)(36)
D636 =


0 e4
e1 e5
e2 e6
e3 e1 + e2 + e3 + e4 + e5 + e6


Rank(D) = 7.
We have D = {0, e1, e2.e3, e4, e5, e6, e7}.
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